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Unidad e

Geometria

Resolvamos

Te has preguntado: ;Cual es la importancia

de las figuras y de los cuerpos geométricos

en la vida de las personas? Sofia, esta calculando la altura del cuerpo del
hombre de la estatua. Para lograrlo ha disefado un
plano que le ayudard a encontrarla.

Sofia piensa que comparando respectivamente
las medidas conocidas en su plano podra descu-
brir la altura del cuerpo del hombre de la estatua.

En el desarrollo de esta unidad estan los conte-
nidos para el aprendizaje de los temas, tales como:
la congruencia y semejanza de tridngulos, los teo-
remas de Tales y Pitagoras, las propiedades de los
triangulos y cuadrilateros, con los cuales solucio-
nards y resolveras problemas de la vida cotidiana
como el de la situacion que tiene Sofia. Ademas
encontrards temas para calcular areas de regiones
planas y los volimenes de algunos sélidos como el
cubo, el prisma y la pirdmide.

1.6 m

0.9 m 4.6 m




Referentes de calidad
Estandar

Conjeturo y verifico propiedades de congruencia y semejanza entre figuras
bidimensionales y entre objetos tridimensionales en la solucién de problemas.

Reconozco y contrasto propiedades y relaciones geométricas utilizadas en
demostracion de teoremas bdsicos (Pitdgoras y Tales).

Aplico y justifico criterios de congruencias y semejanza entre tridngulos en la
resolucién y formulacién de problemas.

Uso representaciones geométricas para resolver y formular problemas en las
matematicas y en otras disciplinas.

Generalizo procedimientos de calculo vélidos para encontrar el area de regiones
planas y el volumen de sélidos.

Capitulos
1. Congruencia y semejanza.
2. Soélidos geométricos.




Capitulo 1

Congruencia y semejanza

Cuando una persona tiene ciertos rasgos fisicos
que son muy similares a los de otra, decimos que
se parecen.

En geémetra, existen casos en los que se pre-
sentan ciertas similitudes entre figuras y es entonces
cuando hablamos de semejanzas y de congruencias.

Al observar y comparar figuras geométricas, se
advierte que, en algunos casos, dos de ellas tienen
la misma forma pero no el mismo tamano y, en otros
casos, puede ser que sean de igual forma y tamano.

;Cuando se puede afirmar que dos triangulos
son semejantes? Para contestar esta pregunta es ne-
cesario que se cumplan algunas condiciones que
se analizaremos en este capitulo.

( Congruencia y Semejanza J

|

Criterios de congruencia Criterios de semejanza

. y Propiedades Teoremas
de triangulos de triangulos
)
1 )
T )
1
N—
LLL —— 4
——— 2
Triangulos
)
—_—
V' —
T | O =
(,a,l)
—_— ——
) )
; 3 | AV
X | ¥ "
ALA (0] Paralelogramos
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Indagacion

sRecuerdas qué es un teorema?

Piensa en una definicion de teorema y coméntala con
algunos companeros.

Después realiza la actividad siguiente, referida al teore-
ma de Pitagoras:

En una hoja de papel cuadriculado dibuja los cuadrados
A,y A, de lados 3 y 4 respectivamente.

Calcula el drea de los cuadrados A, y A,.

Dibuja el cuadrado A, y calcula el drea utilizando las
areas A y A,.

;Cudnto mide el lado del cuadrado A,?

sQué relacion hay entre las dreas de los cuadrados A,, A,
A,y A2

Conceptualizacion

Tales de Mileto fue uno de los grandes gedmetras de la an-
tigua Grecia y uno de los primeros en usar métodos de-
ductivos en geometria. Sus métodos permitieron encontrar
medidas de dificil acceso en forma directa.
Te invitamos a que, junto con tus compaferos de gru-
po se acerquen a los hallazgos de Tales de Mileto.
Dibuja rectas paralelas | y m, luego dibuja dos seg-

mentos de recta oblicuos que se tocan p
en el punto A.
Los puntos de corte de los segmentos 2cm
oblicuos con la paralela I, vamos a lla- < A B I >

marlos Ay By los puntos de corte de los
segmentos oblicuos con la paralela m,
los llamaremos C y D. 5cm

Observa que en la figura podemos
identificar dos triangulos: APAB y el
triangulo APCD.

7cm

- —>
/
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2cm 2cm + 5cm

C D
cm

Llamando x al lado del tridngulo marcado con ? y estableciendo la propor-
cién entre sus lado homélogos tenemos que:

2cm es a (2cm+5cm) como x es a 7cm

Escrito de otra manera diremos: PA = Pc
AB CD

2cm - x
Reemplazando valores obtenemos: — = _—

7cm7cm
Despejando x:

1

(2cm)(Zerf) _2cm
7)n—r T

1

También puede establecerse las razones entre los segmentos de las trans-
versales cortados por las paralelas y este resultado se conoce con el nombre
de teorema de Tales:

En general

Si tres o mas paralelas son cortadas por transversales, entonces,
la razén entre las medidas de los segmentos determinados en una

transversal es igual a la razon de las medidas de los segmentos A A
correspondientes de la otra, por lo que son proporcionales. B / \ B’

Esta proporcionalidad permite, en nuestro caso, escribir las si- C/ \C’
guientes igualdades con respecto a las medidas de los segmentos: D/ \ D’

AB _BC _CD _ BE / \
AB ~B'C CD BF L L
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Observa la forma siguiente de justificar el teorema de Tales.

En el tridngulo ABC, el lado AB se divide en cinco segmentos congruentes
entre si, tomando cada segmento como 1 unidad. A

Se traza el segmento B’C’ paralelo al BC y se forman los segmentos
AB’y BB'.

Para determinar la razén que existe entre las medidas de los B’ C’
segmentos AB’ (tiene 3 segmentos) y AB (tiene 5 segmentos),

se tiene que: \
AB’ _ 3 \
AB 5 B C
De la figura se obtiene que AC, al igual que AB esta
dividida en cinco segmentos y AC" abarca tres de ellos, por lo que la razén
entre ellos es:

AB'_ 3
AB 5
Si ahora se trazan paralelas a AC’, se observard que BC' " queda A

dividido en tres segmentos congruentes entre si, y BC queda dividido
en cinco segmentos.

BC 3 B’ C
BC ~ 5

- AR AN

Lo cual quiere decir que si B'C’ || BC entonces: B A \ \ \ \C
AB” AC' B'C’
AB = AC ™~ BC

Por lo que resulta:

Ademas, en la figura se observa que los dngulos de los dos tridangulos son
congruentes, esto es:

ZA =LA por la propiedad reflexiva de la congruencia de angulos.
ZB =B’ porque son dngulos correspondientes entre paralelas.
ZC=/C por la razén anterior.

Esto indica que los tridngulos ABC y A'B’C’ son semejantes, ya que sus an-
gulos correspondientes son congruentes y sus lados proporcionales.

De aqui se deriva otra forma de enunciar el teorema de Tales, que dice:
Si en un triangulo una recta es paralela a uno de sus lados, entonces,

ésta divide a los otros dos lados en segmentos proporcionales y
los triangulos formados son semejantes. < >
C X
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Cuarta proporcional

Si se conoce la longitud de tres segmentos, ;cémo
encontrar un cuarto segmento que forme propor-
cién con ellos?

Es decir que la razén entre dos de ellos, cono-
cidos, por ejemplo: % sea la misma que entre el
otro segmento y el que buscamos: %, en donde x
es el cuarto segmento.

D

Sobre dos semirrectas, con origen comin O, y a
partir de él se colocan cada uno de los segmentos
ayb:

Se unen A 'y B, extremos respectivos de los seg-
mentos a 'y b.

A partir de A se coloca el segmento c. Por el
extremo C de este segmento se traza una paralela
a AB hasta cortar la semirrecta, sobre la cual esta
b, en el punto D se determina asi el segmento BD.

Por el teorema de Tales, ;c6mo son los segmen-
tos correspondientes que sobre rectas concurrentes
son determinados por el corte de rectas paralelas?

oB

, B
;COmo son las razones: —— 20 sea las
¢ OA 7/ AC

razones: - y X
b’ ¢

De tus conocimientos aritméticos recordards que
una proporcion es una igualdad de dos razones, en
donde las dos razones tienen el mismo valor; una

L o a_c
proporcion se expresa de la siguiente forma: 5=d

En una proporcion intervienen 4 términos, esto
es, a, b, c y d; debido a ello, se le Ilama cuarta
proporcional a cada uno de los términos de una
proporcion.

Por lo tanto se tiene que:

a es cuarta proporcional de b, ¢, d.
b es cuarta proporcional de a, ¢, d.
c es cuarta proporcional de a, b, d.
d es cuarta proporcional de a, b, c.

Teorema de Pitagoras

Pitdgoras fue un filésofo nacido en Samos, re-
gion de Grecia, hacia el siglo VI antes de C., sus
obras fueron fundamentales para las matematicas,
aunque también muy importantes sus aportes en
el campo de la filosofia. Pitdgoras es autor de fa-
mosos legados, entre ellos el teorema que lleva su
nombre.

“En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
los catetos”.

En todo tridngulo se cumple esta propiedad que
se conoce con el nombre de Teorema de Pitagoras.

cateto

cateto

c2 + a%+b?
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Veamos otro ejercicio:
En el tridngulo rectangulo ABC cuyos lados miden 3, 4 y 5 unidades, se dibuja
un cuadrado sobre cada uno de ellos.

\ 4 ‘

CUADRADO DE CUADRADO DE CUADRADO DEL
LA HIPOTENUSA UN CATETO OTRO CATETO

25 9 + 16
Observa que el cuadrado de la medida del lado mayor (hipotenusa) es equiva-
lente a la suma de los cuadrados de las medidas de los lados menores (catetos).
Se ha comprobado el teorema para dos tridngulos particulares. Ahora se de-
mostrara para todo tridngulo rectangulo:

Sea el triangulo rectdngulo ABC con a'y b catetos y ¢ la hipotenusa.
Hay que demostrar que a? + b? = c%.

Capitulo 1. Congruencia y semejanza
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Trazamos un cuadrado con una longitud a + b en cada uno de sus lados, y en
su interior cuatro triangulos rectangulos congruentes cuyos catetos sean ay by

una hipotenusa la longitud c.
b + a

—_

Los angulos 1y 2 suman 90° por ser angulos de un tridngulo rectangulo:
m<1+m<2=90°

Los angulos 2, 4 y r suman 180° por formar un angulo colineal o llano:
m<2+<mr+m<4=180°

Los angulos 1y 4 son iguales por ser homélogos: m < 1 =m < 4 y como
m<1+m<2=90° entoncesm <4 +m <2 =90° por lo tanto m < r = 90°.

Esto sucede con los cuatro angulos del cuadrilatero; entonces es un cua-
drado. Dado que el todo es igual a la suma de sus partes, se tiene:

ab

@+b? = & + 4 5
e ) D
Area del Area del Area de
cuadrado cuadrado los 4
deladoa+b de lado ¢ triangulos

y como (a + b)? = a? + 2ab + b?, entonces: a> + 2ab + b? = c? + 4[2—[)}

2
a’+2ab +b?>=c?+2ab
Restando a ambos miembros 2ab, se tiene:
a’> + 2ab -2ab + b?> = ¢ + 2ab -2ab

a’ + b? = ¢? que es lo que se queria demostrar.

Si en un triangulo rectangulo se sabe la medida de dos de sus lados, entonces,
82  la medida del tercero se obtendra al aplicar este teorema.
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Aplicacién

1. Divide el segmento AB en 7 partes de igual
longitud. Hazlo en tu cuaderno.

C

Usa el segmento AC dividido en centimetros.
a. ;Cémo procedes si aplicas el teorema de Tales?

. AB )
b. Encuentra el cociente —— y comparalo con

AC
el cociente entre la longitud de una divisién
sobre AC y su correspondiente sobre AB

2. La diagonal de un terreno rectangular mide
15 my de ancho mide 9 m; ;cuanto medira el
largo del terreno?

75/))

9m

Aplica el teorema de Pitdgoras para solucionar
los siguientes problemas:

3. La base de un triangulo isésceles mide 36 cm
y su altura 24 cm; jcuanto mide uno de sus
lados iguales?

4. Calcula la altura de una pared donde ha sido
recargada una escalera de 6 m de largo que lle-
ga hasta lo alto de ésta. Se sabe que la distan-
cia entre la escalera y la pared es de 1.90 m.

Tema 1 // Teoremas

5. Halla la diagonal de un hexagono regular cuyo

lado mide 2.8 cm

6. Calcula la altura de un triangulo is6sceles

cuyos lados iguales miden 4.8 y el otro lado
mide 3.6.

7. En un edificio se protegieron 120 ventanas cua-
dradas de 1.25 m de lado, con una con adhesiva.
;Cuantos metros de utilizaron?

8. Encontrar el valor del lado del rombo cuyas
diagonales miden 16 cmy 12 cm.

Calcula el valor de la incégnita:
9 25

25 _ f
18 15

10. 64 =100 -y

Capitulo 1. Congruencia y semejanza
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Entendemos por...

Diagonal al segmento de recta que une dos vértices no adyacentes (no seguidos) de un
poligono y en el caso de un poliedro, la diagonal es un segmento de recta que une dos

vértices que no se encuentran en la misma cara.

Diversion matematica
Recorta 12 triangulos congruentes como el verde de la
figura 1 y arma con ellos la figura 2

Figura 1

Figura 2

Dia a dia

Medicion vertical: la plomada

Las plomadas que se utilizaban en la antigiiledad son
muy parecidas a las actuales.

En esencia se trata de un objeto muy pesado, de plomo
o de otro metal, con cuerpo cilindrico rematado en un
cono invertido. Lleva una cuerda ligera y flexible, que
por el otro extremo acaba en un accesorio con el mismo
diametro de la plomada.

Con toda su simplicidad, la plomada es un utensilio
extremadamente certero. Hace falta cierta practica para
impedir las oscilaciones y obtener lectura en pocos
segundos, pero cuando te acostumbres a manejarla
sera tu aliada inseparable. Ademas de las obras de
albafileria, la plomada sirve en numerosas tareas,
como verificar los huecos para un armario empotrado o
ensamblar estanterias de metal.

http://tutoriales-manuales.com/
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Tema 2. Criterios de semejanza
y congruencia

Indagacion

sRecuerdas las escalas: natural, reducida y ampliada de una figura, estudiada
en los cursos anteriores?

Ahora, reunido con algunos compaferos, cada uno en su cuaderno,
realice un dibujo que quiera.

Reddzcanlo a la mitad y después haganlo en tamano triplicado.

Comenten lo que ocurrié de una construccién a la otra, por ejemplo lo

Conceptualizacion

ocurrido con cada parte del dibujo comparando uno con otro.
A nuestro alrededor observamos diversas formas geométricas que pueden
ser iguales o diferentes entre si. Sin embargo, ;cuando podemos afirmar que
son semejantes?

Hemos visto en curso anterior que la semejanza se establece entre figuras
que tienen la misma forma.

Ahora nos preguntamos: ;Cudndo puedes afirmar que dos tridngulos

A b c A o' C

B

son congruentes?
;Cébmosonbyb’;aya ,y cyc?
Comprueba tu respuesta midiendo la longitud de los lados de los tridngulos.

;Como son <Ay <A, <ByB’, <Cy <C"?
85
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;Son congruentes <ABC y <A'B’C’? ;Por qué?

A

B S C

;Cuando puedes afirmar que dos tridngulos son semejantes?
Con ayuda del transportador mide la amplitud de los angulos: Ay A", By B,
Cy C"y describe cémo son estos angulos.
Usa la regla y encuentra las medidas de a, by ¢, y de a’, b’, c’.
Encuentra los siguientes cocientes.
a b
a'b’c
;Qué resultado encuentras?
;Qué podrias decir de los tridngulos ABC y A'B'C"?
sEstaras de acuerdo en definir la semejanza entre triangulos como

viene a continuacion?
Dos triangulos son semejantes si las amplitudes de sus angulos son iguales
uno a uno, respectivamente, y las medidas de los lados opuestos a dichos

angulos son proporcionales.

En los triangulos semejantes, los angulos congruentes y los lados de medi-

T/

> R’
R ™ % > v .~
\\/Z

das proporcionales reciben el nombre de homélogos.
Asi, en los tridngulos anteriores los angulos R y R” son homélogos, como
lo son los angulos Sy S’, Ty T’, los segmentos RS y R’S’, etcétera, esto es, hay
86  una correspondencia uno a uno de sus angulos y de sus lados.
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Para indicar la semejanza entre dos figuras se utiliza el
simbolo ~

A RST ~ A R’S’T’” “el triangulo ere, ese, te es semejante al
triangulo ere prima, ese prima, te prima’.

Comparte con tus compaferos las conclusiones a que
has llegado.

Lee y analiza el siguiente criterio para determinar la se-
mejanza entre dos tridngulos.

Para determinar la semejanza entre dos triangulos exis-
ten tres criterios. El primero de ellos afirma lo siguiente:

Si dos angulos de un triangulo son congruentes con dos
dngulos de otro triangulo, los triangulos son semejantes.

Para justificar esta afirmacién, observa los siguientes

A
/O\ :
B C B'Kb\c'

triangulos:
Se dice que:
si <AzZ<A' y <Bz=<B’, entonces AABC ~ AAB'C’

Si se traslada la medida de A B” al segmento AB desde el
punto A’, se encuentra el punto D.

Desde ese punto se traza una paralela al segmento BC
encontrando en AC el punto E.

A
A/

B C B/ C’

Los dngulos ABC y ADE con congruentes por ser corres-
pondientes entre paralelas, con lo que se tiene que:

<A =<A
AD = AD
y <ADE = <ABC =<AB'C’

Tema 2 // Criterios de semejanza y congruencia

Por lo tanto: /A ADE ~/A\AB'C’
Entonces: <ADE = <C’

Pero como los tres dngulos del triangulo
ABC son congruentes con los angulos del
triangulo y por definicién de semejanza

AABC ~ AAB'C/,

pues tienen tres dngulos correspondientes
congruentes.

Por el teorema de Tales sabemos que
una recta paralela a uno de sus lados de-
termina segmentos cuyas medidas son
proporcionales, por lo que:

AB  AC CB

AB ~AC - CPB

De donde se afirma que dos tridngu-
los son semejantes si tienen dos dngulos
congruentes.

Capitulo 1. Congruencia y semejanza
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Semejanza de triangulos

El ser humano ha creado diversos mecanismos para obtener la medida de dis-
tancias inaccesibles o para construir objetos a escala; uno de ellos es a través
de figuras semejantes.

Dos triangulos son semejantes si tienen un angulo congruente y las
longitudes de los lados que forman estos dangulos son respectiva-
mente proporcionales.

De las figuras siguientes:

D

E/ F/

D/E/_ DIF/
DE ~ DF

Se afirma que <D = <D’y por lo que AEDF ~ AED'F.

Para demostrar lo anterior, haz las construcciones en tu cuaderno:

Traslada la medida del D E " sobre DE y la de D F’ sobre DF de tal
manera que el dngulo D’ coincida con D, pues se sabe que son angu-
los congruentes.

D D’

» D/EI DIF/
Como también se sabe que DE = DE’

se concluye que E'F’ es paralela
a EF por el teorema de Tales.
Por lo tanto: <E = <EF'y <F = <F

Con lo cual los tres angulos del /\ DEF son congruentes uno a uno con
los dngulos del /A D’E’'F’, y como en el primer criterio de congruencia se
establece que con dos dngulos iguales los tridngulos son semejantes, de lo
anterior se concluye que:

/ADEF ~ AD'E'F
88
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Relnete en equipo, observa los tridngulos siguientes y anota tus conclusiones.

R

M N P Q

Podrias afirmar, a simple vista, que los tridngulos anteriores son semejan-
tes? ;Porqué?
Mide los segmentos MO, MN; PQ y PR. También mide los dngulos M y P.

MO  MN

Encuentra las razones W y W

;Como son estos cocientes?

sComo son los dangulos respectivos que forman estos segmentos?
sQué se puede decir de los tridngulos?

Comparte tus respuestas con tus compaferos.

Con un compaiiero, traza un tridngulo )’K’L semejante al siguiente con una

. . 2 . .
razén de semejanza de = . Para ello, te sugerimos pasos a seguir:

Mide los segmentos KL y LJ, también mide el angulo L.

J

K L

* Como conoces la razén de semejanza, sabes a qué es igual cada una de las
siguientes razones, escribelas.

KL _ L)Y _
KL= -

Como conoces las longitudes de KL y L), usa las anteriores igualdades para
hallar las longitudes de K'L" y L)".

* Con las medidas anteriores y la medida del angulo L, construye el triangulo

semejante correspondiente.
Compara tu construccién con la que han hecho tus compaferos.

Capitulo 1. Congruencia y semejanza
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Un método que se ha utilizado para estimar la distancia de un lugar deter-
minado a otros, a veces inaccesibles, es por medio de triangulos semejantes.

Si las longitudes de los lados correspondientes de dos triangulos son pro-
porcionales, entonces, los triangulos son semejantes.

Observemos los siguientes triangulos.

R

S T S’ T’
De acuerdo con el tercer criterio se De acuerdo con los trazos realizados, se tiene que:
afirma que: RST ST _ TR or lo que RS ST _RI
M R Ter TR PO RV UV RU
QT . . . 2 . ST RT
ARST ~ AR'S'T. En la primera afirmacion se tiene: = =
RISI SITI RIT/
Para justificar el criterio anterior, se Pero como RU =R’ T’, las dos ultimas razones son equi-

traslada RT " a RST sobre RT, localizando  valentes; por lo tanto, las demas igualdades se cumplen en
el punto U, y se traza sobre ese punto una  ambos triangulos, con lo que se establece que:

paralelaVU a ST.
Por el teorema de Tales, se afirma que: ARST ~ AR'S'T
R Con tus compaifieros, es posible construir un tridngulo se-

mejante a otro, si se conoce la razén de semejanza o cons-

. . 2
tante de proporcionalidad; supone que la constante es =5

que el tridngulo dado es el /A FGH. Construye el A FG'H'.

H

/ARUV ~ ARST.

90 Puesto que VU es paralela a ST .
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FIG/ GIH/ H/Fl
FG ' GH ' HF

Calcula, cada una de las siguientes razones

Sustituye en cada una de las razones las medidas de los segmentos FG,
GHy HF.
e Calculalas medidasde: FG’,GH’,HF’
e Con las medidas anteriores construye el triangulo correspondiente, seme-
jante al A FGH.

Media proporcional
Construccion de la media proporcional
Con tu grupo de trabajo realiza el siguiente taller, el cual te permitira conocer

un caso muy interesante de semejanza de triangulos.

1. Dibuja un triangulo rectdngulo y recértalo.

/

2. Dibuja de nuevo el tridngulo, traza la altura sobre la hipotenusa y recorta
los dos tridngulos que resultan de esta construccion.

Ahora se tienen tres tridngulos: el original y los dos que resultan al cortar
por la altura sobre la hipotenusa.

N\

[] [

Compara los angulos de estos tres tridngulos.
;Qué observas? ;Qué puedes decir de tridngulos cuyos angulos son
congruentes?
;Qué puedes decir de estos tres tridngulos?
91
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Ahora analiza por qué dos de ellos tienen sus
angulos congruentes.
Por ejemplo el triangulo ABC y el tridngulo ACD.

C

B

< CAB = < CAD Por serDcomL]n a los dos
triangulos.

<ACB = < ADC Son angulos rectos.
;Por qué < ABC = < ACD?

Si comparas, ahora los dngulos del A ABC con
los angulos del A\ CDB.

;Como son A ABC y /A CBD? ;Por qué?
;Cémo son A ACB y /\ CDB? ;Por qué?
;Como son A BAC y /A DCB? ;Por qué?

Seguramente ya has llegado a la conclusién de
que los tres tridngulos son semejantes.

Busca ahora los lados homélogos que te permi-
ten encontrar la razén de semejanza entre ellos.

La semejanza entre A ABC y /A ADC permi-
te encontrar la igualdad entre razones de lados
CB _ AC

homdl i AB_CB _AC e rel
omo OgOS asl: AC = CD = AD e la rela-

cion de semejanza entre /A ABC y /\ ACB se

AB CB _ AC
CB ~ DB ~ CD

tiene:

Encuentra la igualdad de las razones entre los
lados homélogos de A ACD y A CDB.

De lo anterior podemos concluir el siguiente

teorema de semejanza:

La altura sobre la hipotenusa de un triangulo rec-
tangulo divide a éste en dos triangulos semejantes
a él y semejantes entre si.

S 48

A

O

4. En el triangulo rectangulo ABC hemos trazado
la altura CD, sobre la hipotenusa.

C

D

Los tridngulos ABC y ACD tienen en comtn el an-
gulo A'y ya viste que son triangulos semejantes.
La igualdad de razones entre lados homdélogos
que forman el dngulo A se expresa asi:

AB _AC . AD _AD

AC ~AD °AC “AC

;Qué observas en las dos proporciones que se
establecen entre razones de lados homélogos?
;Como son los medios en la primera propor-
cién? ;Como los extremos en la segunda?

Conclusién: En un triangulo rectangulo, un cate-
to es media proporcional entre la hipotenusa y la
proyeccion del cateto sobre la hipotenusa.

En nuestro caso la hipotenusa es AB, el cateto
considerado es AC y la proyeccion de AC sobre la
hipotenusa es AD.

Si se considera el cateto CB, ;cémo escribirias la
proporcién entre los lados homélogos de los tridn-
gulos ABC y CBD, que tienen en comun el < B?

Comenta tus conclusiones con tus compaferos.

Unidad 2. Geometria
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Analicemos la situacion siguiente:
Encontremos la longitud del segmento que representa la media proporcio-
nal de segmentos cuyas medidas se conocen.
Con tus instrumentos y siguiendo las instrucciones, realiza este proceso
en tu cuaderno.
a b
| ] | |
| | | |

A B B C

Dados: a=3 cmyb =2 cm, un procedimiento a seguir es el siguiente:
Se trazan los segmentos, AB y BC en forma consecutiva.

A B C

Se localiza el punto medio O de AC y después con el compas, se traza una
semicircunferencia cuyo radio sea igual a AO

A 0 B C

Se traza una perpendicular a AC a partir de B, de manera que corte a la
semicircunferencia formandose el segmento BD, que representa la media pro-

porcional buscada.
D

A 0 B C

Si se unen A con el punto D y C con el punto D, se obtienen dos triangulos
semejantes con base en el teorema de semejanza que ya conoces; los triangu-
los son: A ABD y /A BCD
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En la figura se observa que: AB es homélogo de BD y BD es homélogo
de BC.
Por tanto, la proporcién que se forma es:
AB _ BD
BD = BC

De aqui, el término comun es: BD mide 2.4 cm.
Este resultado lo puedes comprobar:
En la proporcién establecida reemplaza la medida de los segmentos dados.

Congruencia de triangulos

Analicemos el criterio LLL: Al observar ciertas figuras se advierte que éstas
quiza tengan la misma forma, pero no el mismo tamafio o medida; otras tal
vez sean de la misma forma y el mismo tamafo, lo cual puede interpretarse
de diferentes maneras.

Las figuras que tienen la misma forma y la misma medida se dice que son
congruentes.

Observemos el siguiente ejemplo:

B

A c A

Al analizar los dos tridngulos se puede ver que si se miden los lados del
/N ABCy los del A AB’C’, resultaran congruentes, lo cual se representa de la
siguiente forma:

'AB = AB’ AC = AC BC =B'C’

Asimismo, se tiene que los dngulos Ay A’, B'y B” asi como C y C’ son con-
gruentes, lo cual se representa asi:

ZA = LN «B = /B’ £C = z2C

Debido a que los lados y dngulos interiores de estos triangulos son con-
gruentes, se dice que el /A ABC es congruente con el /A AB’'C’; lo cual se
representa como: /AABC = A'B'C’

Cuando se cumplen estas condiciones se dice que dos tridngulos son con-

gruentes, si tienen respectivamente congruentes sus lados y sus angulos, ya
que existe una correspondencia uno a uno entre sus lados y angulos.

Unidad 2. Geometria
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Asi, expresamos el criterio LLL:

Si dos triangulos tienen sus tres lados congruentes, los dos triangulos son
congruentes.

Ahora, estudiemos el criterio LAL.
Dado el A ABC, obtenemos otro tridngulo congruente a él, tomando como

referencia el dangulo £ A. Para ello se traza un segmento A'B’ congruente al
segmento AB.

C

A B’

Con una abertura cualquiera del compas se trazan dos arcos haciendo
centro en Ay A’ con lo que se obtienen los puntos M, N'y M.

C

| \ |

M N v Y

A

Con centro en M’ y con una abertura de compds congruente con el arco

MN, se traza otro arco que interseque al del A'B’ y después se une este punto
con el extremo A'.

A!

B!

I

Se hace centro en A’ y con una abertura de com-
pas congruente a AC se marca el punto C'.

Se unen C’ con B’ para formar el A AB'C/, el
cual resulta ser congruente con el /A ABC.

A/
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Otro procedimiento para trazar triangulos con-
gruentes es el siguiente:

Dado el tridngulo KLM, se traza un segmento K'L’
congruente al segmento KL.

M

K’ L’

Se mide con transportador el « Ky se traza
el £ K.

M/

K’ L

Se hace centro en K’ y con una abertura de
compds congruente a K M se marca el punto M.

Después se unen los puntos L' y M’ para formar
el triangulo K'L'M’, que resulta congruente con el
N\ KLM.

M/

K’ L

Con base en estos dos procedimientos mostra-
dos se tiene que:

Dos triangulos son congruentes si tienen con-
gruentes un angulo y los lados que forman
9% dicho angulo.

Un nuevo criterio de congruencia de triangulos
es el criterio ALA.

Como ya has visto, para trazar un tridngulo con-
gruente a otro no se necesita conocer las medidas
de los lados y angulos. Para ello es suficiente cono-
cer dos angulos y el lado comprendido entre ellos
o también las medidas de sus tres lados.

Puedes hacer una comprobacién haciendo
construcciones con los datos de la figura:

;Resultan los tridngulos construidos a partir de
estos datos, congruentes?

;Crees que este es otro criterio para la con-
gruencia de tridngulos?

Con tus dos compairieros, analiza el siguiente
procedimiento para trazar tridngulos congruentes,
realizando este taller en clase:

Dada la longitud de un lado y las medidas de
dos angulos adyacentes.

1. Se traza el segmento A'B’ tal que AB = A'B’

A B’
2. Se mide con el transportador el £ A'y se traza
< A" de modo que ZA = ZA.

/
/
/
/

A B’

3. Se mide ~ By setraza ~ B’ tal que zZB = /B’

Unidad 2. Geometria
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4. Se prolongan los rayos que parten de A’ y B’ hasta que se corten; ese pun-

to de intersecciénrepresenta a C'. c,
\/
/\

\

/ N\

/// \\\
X /< >\ y
Asi se obtiene el A AB'C’.

Comparando los triangulos ABC y A'B’C’, se tiene que:

YA = YN, AB = AB’, ¥B = xB’

Al medir los lados y los dngulos restantes se tiene que:

xC = xC', AC = AC,yBC = B'C’
Por lo tanto, el A ABC = A AB'C'.

Asi, se tiene que:

A B Ai B,

Dos triangulos son congruentes si tienen un lado congruente adyacente a
dos angulos congruentes.

Propiedades de los triangulos
Haz grupo con dos comparieros y dibujen un triangulo cualquiera. Luego
midan cada uno de los angulos y obtengan la suma de los dngulos internos.

C

/ A+ 2B+ 2 C=?

A B

;COmo son estos resultados en cada caso?
;Depende la forma y el tamano del triangulo de la medida de sus angulos
internos o interiores?
sHay algiin modelo de estos tridngulos que tenga dos angulos rectos?
Se sabe que todo triangulo tiene tres angulos internos o interiores, pero
scuanto suman las medidas de éstos? 97
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Si se recorta un triangulo en tres partes, de modo que cada una contenga
un angulo interno o interior, y se suman haciendo coincidir los vértices, re-
sulta la figura siguiente.

T

R S

Compruébenlo con alguno de los modelos que han hecho.
Noétese que al unir los tres angulos forman un angulo llano; es decir, un
angulo de 180°.
Por consiguiente, la suma de los dngulos internos del triangulo RST es 180°.
Ahora se plantea la siguiente interrogante: jse cumple esa condicién en
todo tridngulo?
Para contestarla es necesario realizar una demostraciéon que generalice
esta propiedad como la siguiente:
En el /A RST: Se conoce que los dngulos 1, 2 y 3 son internos o interiores.
Se desea demostrar que en el tridngulo RST:
1+ 22+ 2£3=180°
Se conoce que los dngulos 1, 2, 3 son angulos internos del tridngulo RST
y se desea demostrar que
1+ 22+ 2£3=180°
Para esta demostracién se necesita trazar una paralela al lado RS que pase
por el vértice T; con ello se forman los dngulos 4 y 5.

T
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Razonamiento
Afirmaciones Razones

1. X4+ X3+ X5=180° 1. Porque forman un dngulo colineal o Ilano.

2 1= x4 9 x5 2. Porque son dngulos alternos internos entre
Fl=d4y ¥2=4 paralelas.

3. Al sustituir en la afirmacién a X4y X5 por
sus equivalentes ( X1y X3).

3.1+ X2+ X3=180°

En general: La suma de los angulos internos de cualquier triangulo es igual
a 180°.

De la afirmacién anterior se pueden inferir (deducir):
a. Los angulos agudos de un tridngulo rectdngulo suman 90°; es decir, son
complementarios.
C (Recordemos: los dngulos suplementarios son
los que suman 180°).
Z A es recto = 90°.
« By « Cson agudos.

Z B+ 2« C=90°.

Compruébenlo para el caso de una de sus
A B escuadras.

b. Un triangulo sélo puede tener un dngulo recto o un angulo obtuso.

Los lados de los angulos rectos u obtusos
no se intersecan, por tanto no se forma
un tridngulo.

A B

c. Enun tridngulo, un dngulo interno y su externo adyacente suman 180°;
es decir, son suplementarios.
C
2 1 es interno del AABC.
2 2 es externo adyacente de ~ 1.
Z 1+ 2£2=180°

Capitulo 1. Congruencia y semejanza
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d. Todo angulo externo de un tridngulo es igual Se conoce que: £ 1, £ 2y £ 3 son los angulos
a la suma de los dos internos no adyacentes internos en el ANABC.
aél.

Se quiere demostrar que: £ x= 21+ £ 3
Los dngulos 1y 3 son internos no adyacentes al
angulo externo 4. £ x es externo adyacente al ~ 2.
LA4=2£1T+23
Razonamiento:

C

;Cual es la razén para afirmar que
X+ £ 2 =180

sPor qué puede afirmarse que
L1+ 22+ 2£3=180%

sPor qué se puede decir que
\4 LX+2£2=21+22+ 23

B sPor qué se puede plantear la siguiente igualdad?
LX+L2-L2=2LT1+2£L2+2£3-22"

A

e. En todo triangulo, cualquier angulo externo

es mayor que un angulo interno no adyacen- Como explicas entonces que
te a él. LXx=2L1+23

# 1y « 3 son internos no adyacentes al angulo

externo 4. Por lo tanto se cumple que:

LZA4>21 y £Z4>/23
En un tridangulo, un angulo externo x es igual a la
Continda trabajando en equipo para escribir las  suma de los dos dngulos internos no adyacentes a él.
razones de cada afirmacién lo que permite cons-
truir una demostracion: Verifica las siguientes propiedades de los tridn-
gulos, realizando una construccién con medidas.
Se conoce que: £ 1, £ 2y £ 3 son los angulos

internos del /A ABC. 1. Los angulos opuestos a los lados congruentes
£ 1 es externo adyacente de £ 2. de un tridngulo isésceles son iguales.
Se quiere demostrar que £ x= 2 1+ £ 2 2. En todo tridngulo escaleno el mayor lado se
opone al mayor angulo.
C 3. En todo triangulo, triangulo la longitud de uno

de sus lados es menor que la suma de las lon-
gitudes de los otros dos lados y que a su vez la
longitud de su lado es mayor que la diferencia
entre las longitudes de los otros dos lados.

4. En todo triangulo se cumple que cualquier
lado es menor que la suma de los otros dos y
mayor que su diferencia.

100 B
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Aplicacién

Copia y resuelve los ejercicios, en tu tu cuaderno y después compara con
algunos companeros.

1. Construye un tridangulo semejante al tridngulo ABC siguiendo los
pasos senalados.

a. Traza un angulo congruente con < A y denétalo B
como A'.

b. Marca un segmento A B ' de una medida
cualquiera.

c. Sobre B’ traslada la medida de < B.

d. Cierra el triangulo y encuentra el angulo C.

e. ;Seran semejantes los triangulos ABC y A'B'C"?

sPor qué?
f. sQué se requiere para afirmar que dos triangulos
son semejantes A
2. Si se sabe que en los tridngulos siguientes: F
DE=2cm,EF=25cm, D'’E'=6 cm, E'F =7.5 cm, A
ZE=65°y £F =65° D E

Determina si los tridngulos son semejantes.
Justifica tu respuesta.

D/

3. En la siguiente figura indica los tridngulos que sean congruentes; para
ello, tienes que medirlos.

101
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4. Dibuja, en una hoja, un triangulo en el que dos de sus lados midan 5 cm
y 8 cm respectivamente, y el angulo entre ellos mida 70°.
Para el procedimiento las indicaciones pueden ser las siguientes:

a. Traza un segmento de 8 cm.

b. Senala un angulo de 70° con vértice en uno de los extremos del seg-
mento de 8 cm.

c. Traza el segmento con abertura de 70°. Sobre él traza el lado de 5 cm.

I,\”
8 cm /\
,\
,( 5cm
/
)
~~
1
1
-.-
, (o
8 cm

Completa el triangulo trazando el tercer lado.

Recorta el modelo que has construido.

Mide el tercer lado y escribe su valor.

Compara esa medida en los modelos que han construido tus compaferos
y coméntalo.

5. Dadas las siguientes figuras, encuentra las medidas de los angulos que
se piden.

a. C

150°

102
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6. Observa la figura en la cual AB || CD C
A

B

sComo son los angulos 1y 2?2 ;Por qué?
sComo son los dngulos A'y D? ;Por qué?
:Como son AE y ED? ;Por qué?

;Como son el A ABE y el /A CDE? ;Por qué?

Qo0 o

7. Lucia quiso medir la altura de una piramide, asi que colocé una estaca de
3 m de altura y midié la sombra que proyectaban la piramide y la estaca.
En el dibujo encontraras los datos.

50 m

L —L [

40 m I: :I
4m

8. Calcula la altura del poste de luz representado en la figura

M

3.60 m N 5.80 m R

9. Construye tres triangulos escalenos que sean semejantes y explica sus
caracteristicas de semejanza.
10. Revisa cada uno de los criterios de semejanza y construye dos triangulos
congruentes para cada criterio. 103
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Diversion matematica
Juega buscando los 32 triangulos. que hay en la figura.

Entendemos por...

Congruencia la caracteristica de dos figuras tal
que tienen el mismo tamario y la misma forma. Al
superponerlas coinciden totalmente.

Dia a dia

Torre del Reloj

La torre del reloj fue construida como la entrada principal a
la ciudad amurallada de Cartagena.

Actualmente consta de tres puertas. Sin embargo, en un
principio fue s6lo una y los espacios laterales servian de
sala de armas y capilla.

Esta torre se encuentra construida sobre un lienzo de muralla,
con una altura de 30 metros. y constituye uno de los simbolos
arquitectonicos mas conocidos de Colombia.

Esta construccion se encuentra ubicada entre las plazas

de los coches y de la paz, y ha sido testigo de los grandes
cambios tanto fisicos como sociales que ha sufrido la ciudad
desde hace casi cinco siglos; siendo en sus origenes, la
entrada de la ciudad, para hoy en dia ser considerada

como un sitio turistico de gran valor histdrico, que ya no es
visitado por mercaderes de esclavos, sino por personas de
todo el mundo que estan interesadas en apreciar con sus
propios ojos la belleza de esta obra.

Su construccion tuvo lugar en el afio de 1601 y en sus
inicios fue llamada "la puerta del puente", debido al
viaducto de madera que pasaba por encima del cafo
de san Anastasio, uniendo asi la isla de Getsemani,

con la de Calamari (centro). Es de admirar su gran
composicion geométrica.

Reconozcamos a la torre del reloj, como un patrimonio de
Cartagena y del mundo, digno de admirar.

http://www.rentapar.com/rese%C3%B1as/la-torre-del-reloj/
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e Aprendi lo importante que fueron para la
geometria los matematicos Thales de Milleto
y Pitdgoras de Samos.

e Ahora reconozco al triangulo como una de
las figuras basicas sin las cuales la geometria
no tendria sentido.

fue clave porque

)
Este capitulo

e Al comprender la diferencia entre semejanza
y congruencia encontré mayor importancia a
las construcciones a escala.

e Identifico los criterios y caracteristicas de las fi-
guras semejantes y de las figuras congruentes.

Conectémonos con
La Ingenieria

La cercha
La cercha es uno de los principales tipos de es-
tructuras empleadas en ingenieria.

Proporciona una solucién practica y econé-
mica a muchas situaciones de ingenieria, espe-
cialmente en el disefo de puentes y edificios.

Una armadura consta de barras rectas unidas
mediante juntas o nodos formando tridngulos.

Los elementos de una cercha se unen sélo en
los extremos por medio de pasadores sin fric-
cién para formar armazén rigida; por lo tanto
ningln elemento contindia mas alld de un nodo.

Cada cercha se disena para que soporte las
cargas que actdan en su plano y, en consecuen-
cia, pueden considerarse como una estructura
bidimensional. Todas las cargas deben aplicarse
en las uniones y no en los mismos elementos.
Por ello cada cercha es un elemento sometido a
fuerzas axiales directas (traccion o compresion).

http://webdelprofesor.ula.ve/arquitectura/jorgem/princi-
pal/guias/cercha.pdf

Capitulo 1. Congruencia y semejanza

105



106
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Los sélidos geométricos

Desde la Antigliedad, las personas han utilizado
formas de sélidos geométricos en la arquitectura,
la ingenieria, el arte y en muchos otros campos.
Seguramente has visto productos empacados en
cajas de forma cubica, prismatica, piramidal, c6-
nica o esférica.

El desarrollo de este capitulo amplia el estu-
dio de los s6lidos geométricos que realizaste en
el grado 7°.

La bdsqueda de regularidades y de relaciones
entre dimensiones de un cuerpo, te permitira en-
contrar expresiones para calcular longitudes de
aristas y diagonales y dreas de caras y volimenes.

Para ello, se aplicaran expresiones para el cal-
culo de las areas y los volimenes de los cuerpos
geométricos.

Ocupan un lugar en el espacio

Calculamos

( Areas J

I

( Volumen J

base "+,
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Indagacion

Calcula el perimetro y el area del piso del salén de clase. Elige una unidad de
medida que quieras y puedes hacerlo con una regla, una cinta métrica, una
hoja cuadriculada, etc.

En tu cuaderno, realiza un dibujo escribiéndole las dimensiones, haz los
calculos necesarios y después compara tus resultados con los de otros com-
pafieros y comenten al respecto.

Conceptualizacion

En los cursos anteriores estudiamos las figuras planas, modelamos algu-
nos s6lidos y analizamos sus areas laterales y totales. Recordemos los
aspectos importantes sobre las figuras planas y los sélidos para proceder
a solucionar problemas:

Figuras planas | Perimetro | Area
a

Cuadrado , a Po=a+a+a+a=4a As = (a)@a) = a?

a
Po=a+b+a+b
2 a = — —
Rectangulo - 242 As = (a)(b) = ab
b

Tridngulo A P, = Suma de los lados Aa = l)2_a

Rombo

P, =Suma de los lados >

Circulo Longitud de la
circunferencia Ac = 1 72
Le=2nr

Capitulo 2. Los solidos geométricos
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Sdlidos

g

Area lateral

A, = suma de areas de
caras laterales
AL = 4“2

Area total

AT = 66!2

Volumen

V=a

Prisma recto ﬂh

A, = suma de areas de
caras laterales
A, = (Perimetrog,,.) (h)

Total = ALateral + 2'ABase

V = (drea de la base)(altura)
V = (Areag,..) (h)

1

L A, =suma de dreas de | A = P- (Qpae + Agera) | V =3 (drea de la base)altura)
Pirdmide recto -

caras laterales 1

V=—Ash
3

Cilindro A = 2nrh A=2nrth +r) V = nr2h
8
Cono A =2mrg A =mr(r + g)? V= % 27 h
Esfera ! A = 4 Ve % o

Cubo y prisma

Hemos dicho que un poliedro es un cuerpo geométrico de caras planas y
con un volumen determinado. También podemos decir que es una regién
del espacio limitada por poligonos. Los poliedros son cuerpos tridimensio-
nales, es decir que tienen tres dimensiones: largo, ancho y altura o en vez

de altura pueden tener profundidad y sus 6 caras son planas.
Ahora, si en el poliedro, sus caras son cuadradas y de iguales

dimensiones se llama cubo u ortoedro.

1. Dado un cubo como el de la figura, calculemos:

a. Area lateral
b. Area total

a=5cm
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Solucion
a. Para calcular el area lateral del cubo dado, calculamos el area de 1 cara
y la multiplicamos por 4, porque el cubo tiene 4 caras laterales y 2 ba-

ses, todas de igual area.

El drea lateral (A, del cubo es igual a la suma de las dreas de las
caras laterales.

Area de 1 cara = (5 cm)? = (5 cm)(5 cm) = 25cm?  por ser un cuadrado.
A =425 cm?) =100 cm?.
b. Como todas sus caras son cuadrados iguales, entonces
el drea total (A, = drea lateral + dreas de las bases.
A, =425 cm?) + 2(25 cm?) = 150 cm?,

2. Un paralelepipedo rectangular tiene las siguientes dimensiones:
largo 15 cm, ancho 9 cm y altura 6 cm. Encontremos:

a. Area lateral
b. Area total

Solucion

15 cm

a. AL =2(15cm)(9 cm) + 2(15 cm)(6 cm)
=270 cm? + 180 cm2 = 450 cm?.

b. Area total = Area lateral
Area total = 2(15cm)(9 cm) + 2(15cm)(6 cm) + 2(9 cm)(6 cm) 9 cm
=270 cm? + 180 cm? + 108 cm? = 558 cm?.

Piramide
Es un poliedro o cuerpo geométrico cuya base puede ser un
poligono de cualquier nimero de lados y sus caras laterales
son tridngulos que coinciden en uno de sus vértices llamado
vértice de la piramide.

3. Una caja de forma piramidal tiene como base
un hexagono regular de longitud 16 cm y su
altura es de 12 cm. Calculemos:

a. Apotema de la pirdamide
b. Area lateral
c. Area total

16 cm 109
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Solucién
a. Llamemos Ap, a la apotema de la pirdmide.
Podemos calcular Ap,
Aplicando el teorema de Pitdgoras, tenemos:
(25 cm)* = (Ap,)* + (8 cm)?
(Ap,)* = (25 cm)’ — (8 cm)?

(Ap,)* = 625 cm® — 64 cm* = 561 cm?

——

8cm Ap,=\561cm? =23.3cm

b. Para hallar el area lateral, debemos saber que
el drea lateral de la piramide es igual al semiperimetro por la apotema.

A = 6(drea de 1 cara lateral) = (semiperimetro)(apotema de la piramide)

A, =6 (drea de 1 cara lateral)

3
A _ B(16cm)(23.3cm)
L=

>

1

= 3(16cm)(23.3cm) = 1.118.4cm’

c. Antes de calcular el drea total, debemos encontrar la apotema (Ap,) de
la base de la pirdmide.

Como la base de la piramide es un hexagono regular de lado 16 cm, enton-
ces aplicamos el teorema de Pitdgoras para averiguar la apotema de la base Ap,.

Recordemos que segln Pitdgoras:

En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos.

(16 cm)* = (Ap,)* + (8 cm)?
(Ap,)* = (16 cm)* — (8 cm)?
(Ap,)* =256 cm* — 64 cm’
(Ap,)* =192 cm?
Ap, = W

110 Ap, =13.86 cm’ 8 cm
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Ahora, averiguamos el area de la base de la piramide (hexdgono regular

de lado 16 cm):

Apom 6(16cm)(213.86cm) _ 1,3320.56 665280’

El drea total la piramide es igual a la suma del drea lateral con el area de

la base.
El area total de la piramide sera:
A, = Area lateral + Area de la base
A, =1,118.4 cm’ + 665.28 cm* = 1,783.68 cm?

Cilindro
Es un cuerpo geométrico o sélido cuya cara lateral es curva y sus
bases son circulares.

Un cilindro de revolucién se puede generar por el giro de un rec-
tangulo sobre uno de sus lados.

4. Un tarro cilindrico tiene una altura de 20 cm y el didmetro de
su base es de 10 cm.
Encontremos:

a. Radio de la base del cilindro

b. Area lateral
c. Area total

Solucion

- - -

a. Si el didmetro de la base es 10 cm, entonces el radio es 5 cm, porque

en todo circulo la longitud del radio es igual a la mitad del diametro.

b. El drea lateral del cilindro es igual a longitud de la circunferencia por

la altura: AL = 2rr)(h).

Capitulo 2. Los solidos geométricos
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El drea lateral del cilindro dado estd con color
verde:

A, = 2m)(h)
A, =2m(5 cm)(20 cm)
A, = (10 cm)(20 cm)
A, =200m cm?

La respuesta puede dejarse expresada en térmi-
nos de i, o también asi:

A, =200(3.1416) cm?

A, =628.32 cm2.

c. En cuanto al area total del cilindro dado,
este esta en color verde:

Entonces, drea total del cilindro es igual al
drea lateral mas el area de sus bases:

AT = drea lateral + drea de las bases que son 2
circulos.

A=A +2(nr)

A, = 628.32 cm? + 21t (5 cm)?
A, = 628.32 cm® + 2r (25 cm?)
A, = 628.32 cm® + 50m cm?
A, = 628.32 cm® + 157.08 cm?

A, =785.40 cm’.
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Cono
El cono es un cuerpo geométrico que se genera por el giro
de un tridngulo rectangulo sobre uno de sus catetos.

El circulo es la base del cono, el lado se denomina gene-
ratriz (g) y el segmento que une el centro del circulo con el
vértice es la altura.

Area lateral del cono

5. Calculemos el drea lateral y el area total del cono de
generatriz 13 cm y cuya base tiene un radio de 5 cm.

(Longitud de la circunferencia)(Generatriz)

AL:

2
A, =2
Al=mrg

AL =n(5cm) (13 cm)

A, = 204.204 cm?

Entonces, el area lateral del cono es igual a = por radio
por generatriz.

Area total del cono:
A, = Area lateral + Area de la base
A=mrg+mr
Factorizando: A, = mtr (g +1)
A, =204.204 cm* + 7t (5 cm) (13 + 5 cm)

A, =486.948... cm’

Capitulo 2. Los solidos geométricos

13cm

5cm

g=13cm

Z  Longitud igual a la de la
circunferencia de radio 5cm
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Esfera

La esfera es un cuerpo geométrico limitado por una

superficie curva cerrada, cuyos puntos equidistan

de otro punto interior llamado centro de la esfera.
La esfera de revolucion se genera por el giro de

un semicirculo (medio circulo) sobre su diametro.

Area de la esfera

6. Una pelota tiene 14 cm de didmetro.
Calculemos su area:

Solucion

Como el radio es la mitad del didmetro vy si el
diametro de la esfera es 14 cm, entonces el ra-
dio serd 7 cm.

A=4mr?
A=4mn(7 cm)?
A =471 (49 cm?)
A =196 mcm?

En la esfera se habla de un solo tipo de drea y se
calcula mediante la aplicacion de la formula 4rr>.

Aplicacién

. Un salén tiene 5 m de largo, 40 dm de ancho

y 2,500 mm de alto. Calcula:

a. El area lateral, en metros cuadrados.
b. El drea total, en centimetros cuadrados.

. Un cubo de 10 cm de arista se pretende forrar

con un papel de colores.
;Cuantos cm? de papel se necesitan?

. El tanque de almacenamiento de agua de una

fabrica es de forma esférica y mide 2 m. de
radio. Calcula su area.

. Si una piramide de base cuadrada mide 14.5 m

de lado en la base y 8.75 m de altura, calcula:

a. Area lateral.
b. Area total.

. El tetraedro de la figura mide 4.5 cm de arista.

Calcula:

a. Area lateral
b. Area total

. Un cono, cuya base tiene un radio de 15 cm,

tiene una altura de 50 cm. Calcula:

a. Area lateral
b. Area total

Unidad 2. Geometria
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Los ejercicios 7 y 8 se realizan con la siguiente informacién:
La figura adjunta estd compuesta por un cubo de 4 cm de lado y sobre él
estd un tetraedro de 4 cm de altura.

4 cm

a. Encuentra el area lateral del cubo
b. Encuentra el area total del tetraedro

8.
a. Calcula el area lateral de la figura compuesta
b. Calcula el area total de la figura compuesta

Los ejercicios 9 y 10 se realizan con la informacién que se presenta
a continuacién:

La figura representa una composicién de un cilindro y un cono.
Las alturas del cilindro y del cono son iguales a 10 cm y el
radio de la base del cono y del cilindro es de 5 cm.

9.
a. Calcula el area lateral del cono
b. Calcula el area lateral del cilindro

10.
a. Calcula el area lateral de la figura compuesta
b. Calcula el area total de la figura compuesta

115
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Entendemos por...
Apotema aquel segmento perpendicular que se traza desde el
punto medio de cada lado del poligono regular hasta su centro.

Diversion matematica
Recorta en cartén cada figura dada a continuacion y en uno de sus lados o
aristas pégale un palito de tal modo que sobresalga en los extremos del lado.

- O I =

Haz girar la figura y describe el tu cuaderno el cuerpo geométrico que se genera.
Estos sélidos generados se llaman sélidos de revolucion.

Dia a dia

La hectarea (ha)
Se utiliza para medir grandes superficies rurales, bosques, plantaciones y demas
extensiones de terrenos naturales.

La hectarea, conocida también como hectémetro cuadrado o hm? es la superficie que
ocupa un cuadrado de un hectdmetro de lado, que totaliza con ello una superficie de
100 m x 100 m = 10,000 m2,

Su simbolo es ha tanto en singular como
en plural.

Las unidades de medida que sirven para
medir grandes extensiones de terreno se
llaman medidas agrarias.

Ademas de la hectarea, existe el area (a)
que equivale a un decametro cuadrado y
la centiarea que es un metro cuadrado.

Tomado de: http://es.wikipedia.org/wiki/
Hect%C3%A1rea http://www.convertworld.
com/es/area/Hect%C3%ATrea.html
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Tema 2. Problemas sobre
volimenes de solidos

Indagacion

Observa a tu alrededor e identifica cosas u objetos
que ocupan un lugar en el espacio.

En tu cuaderno, dibijalos y haz su descripcion,
teniendo en cuenta forma, tamano, colores, pare-
cido con figuras o cuerpos geométricos, etc.

Con dos o tres compafieros, comparte tu ex-
periencia.

Conceptualizacion

1. Dado el cubo de 5 cm de arista (lado), calculemos su volumen:

Solucion
Volumen del cubo = arista al cubo = a* 5cm
V =(5cm)®> = (5cm)(5cm) (5cm) = 125 cm?
- 5
cm

Areade Altura
la base 5cm

2. Calculemos el volumen de un paralelepipedo rectangular que tiene las
siguientes dimensiones: largo 15 cm, ancho 9 cm y altura 6 cm.
Solucion

Volumen del paralelepipedo = (Area de la base)(altura)

V= (6cm)(9cm) (15cm) = 125 cm3

-
Areade  Altura
la base
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3. Una pirdmide regular tiene de base un hexagono de 20 cm de lado y de
arista lateral 29 cm.
Calcula su volumen.
Solucién

7

20 em 20 cm
Por medio del teorema de Pitdgoras, calculamos la altura h de la piramide
y la apotema a de la base.
h =J 29cm)2- 20cm)? =/841cm2- 400cm? =J441cm? = 21cm
a =(20cm) - (10cm)? = /400cm 2- 100cm? =/300cm? = 17.32cm
Sabemos que el volumen de la pirdmide es un tercio del producto del area
de la base y su altura.
Vo (Apase)(h)
3
Abasez(Perlmetro)(Apotema) _ ﬁ _ (120cm)(17.3cm) _ 1,038cm2
2 2 2
2
Vv =(1,038crg (21 cm)= 7,266cm3
El volumen de la pirdmide hexagonal dada es 7,266 cm’.
3. Una caja de forma piramidal tiene como base un hexagono regular de
lado 16 cm y su altura es de 12 cm.
Calculemos su volumen. ..
Solucién —‘7

1
3

altura:
12 cm

B}

Volumen de la pirdmide = (&rea de la base)(altura)

lado de la base: 16 cm

118
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16 cm

Como la base de la piramide es un hexagono regular,
entonces calculamos su apotema aplicando el teorema

de Pitdgoras:

apotema =J(16cm)2- (8cm)2 = J256cm2— 64cm?
=J192cm?
=13.9cm
El area del hexagono, que es la base de la piramide,

sera la suma de las areas de los 6 tridngulos equilateros
que forman el hexagono:

2
Ahex = 6(16cm)(13.9cm) _ 1,334.4cm — 667 2cm 2
2 2
Apirémide = % =(667.2cm) (12cm) = 2,668.8cm3
Areade  Altura
la base

4. Un tarro cilindrico tiene una altura de 20 cm y el didmetro de su base es
de 10 cm. Encontremos el volumen:

Solucién
Volumen del cilindro = (Area de la base)(altura) 20
V = nr’h cm
V =n(5 cm)*20 cm)
V =m 500 cm?

5. Calculemos el volumen del cono cuya altura es 18 cm y su base tiene un
radio de 5 cm.

Solucion
Volumen del cono = % (Area de la base)(altura)
V= 1 nirth
3
V= % (5 cm)?*(18 cm)

V=025cm? (6cm)

V=(150cm?® n

119
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6. Una pelota tiene 14 cm de diametro. Encontre-
mos su volumen:

Solucion

Como el radio es la mitad del diametro, enton-
ces si el diametro de la esfera es 14 cm, el radio
sera 7 cm.

El volumen de la esfera es cuatro tercios de pi

multiplicados por el cubo del radio.

V=%7‘[r3

V= % mt (7 cm)?
4 3 4 3 3
V= 37 (7 cm)® = 37 (343 cm®) = 457.33n cm

Aunque la respuesta puede darse en términos
de n, puede también resolverse el producto:

V=457.33ncm’=(457.33)3.1416...) = 1,436.75 cm®

Aplicacion

1. Calcula el volumen, en centimetros cubicos,
de una habitacién que tiene 6 m de largo,
50 dm de ancho y 2.8 m de alto.

2. En una bodega de 5 m de largo, 3 m de ancho
y 2 m de alto, Pedro quiere almacenar cajas de
dimensiones 10 dm de largo, 6 dm de ancho y
4 dm de alto. ;Cuantas cajas podra almacenar?

3. ;Cuantas baldosas cuadradas de 20 cm de lado
se necesitan para enchapar una piscina de
10 m de largo por 6 m de ancho y de 3 m de
profundidad?

4. Determina el drea total de un tetraedro, un
octaedro y un icosaedro de 5 cm de arista.

5. Calcula la altura de un prisma que tiene como
area de la base 12 dm? y 48 | de capacidad.

6. ;Cuanta hojalata se necesitard para hacer 10
alcancias cilindricas de 10 cm de diametro y
20 cm de altura?

7. Calcula el drea total y el volumen de un cilindro
que tiene por altura la misma longitud que la
circunferencia de la base que es de 125.66 cm.

8. La clpula de una catedral tiene forma se-
miesférica de radio 50 m. Calcula su area y
su volumen.

9. Un recipiente cilindrico de 5 cm de radioy 10
cm de altura se llena de agua. Si la masa del
recipiente lleno es de 2 kg, ;cual es la masa
del recipiente vacio?

10. Para una fiesta, Luis ha hecho 20 gorros de
forma coénica con cartén. ;Cudanto cartén ha-
bra utilizado si las dimensiones del gorro son
15 ¢cm de radio y 25 cm de generatriz?

Entendemos por...
Angulo diedro aquella
figura formada por dos
planos que se cortan.

Por ejemplo, el angulo
formado por dos caras de
un cubo.

Angulo triedro aquella
figura formada por tres
planos que se cortan.
Como la esquina
formada por tres
paredes de una
habitacion

Unidad 2. Geometria
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Diversion matematica

Calendario dodecaédrico

Para divertirte recortando y armando, puedes hacer tu calendario dodecaédrico, es decir
que tiene forma de dodecaedro.

El dodecaedro es un sdlido o cuerpo geomeétrico de 12 caras iguales.

En cada cara iran escritos los dias de un mes del afio.

Copia el molde de colores del tamafio que quieras hacer tu calendario.

Escribe en cada pentagono (cara) los dias y las fechas de un mes; luego recortalo, doblalo
y pégalo con alglin pegante del que dispongas.

Deja el mes de noviembre de ltimo lugar para obtener un mejor resultado.

L JC)

/
g

Tomado de http://www.calendario2012.com/calendarios-imprimir-dodecaedricos.htm

Dia a dia

El uso de la madera

La madera fue uno de los primeros materiales utilizados por el ser humano, alrededor
de 2000 afios antes de Cristo.

Fue uno de los materiales predilectos para la construccion de palacios, templos y casas.
La madera es un material o recurso renovable, pero infortunadamente es hoy objeto de
una explotacion descontrolada.

Existen tantas variedades de madera como tipo de arboles.

Sin embargo, no todas son adecuadas para trabajos de carpinteria; en algunos casos
son demasiado blandas o se deterioran con facilidad.

Se pueden clasificar en maderas blandas y maderas duras.

Las maderas blandas proceden basicamente de coniferas (pino) o de arboles de
crecimiento rapido. Son las mas abundantes y baratas.

La pulpa de madera es de gran importancia para la produccion de papel. Las maderas
duras proceden de arboles de crecimiento lento (caoba), por lo que son mas costosas y, debido a
su resistencia, suelen emplearse en la realizacion de muebles de calidad.

Los principales paises productores de madera son Estados Unidos, Rusia, Canada, Japon, Suecia,
Alemania, Polonia, Francia, Finlandia y Brasil.

Tomado de http://html.rincondelvago.com/madera_9.html 11
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e Comprendi la importancia de los teoremas
bdsicos de la geometria.

e Aprendi a utilizar el teorema de Pitdgoras.

e Aprendi a aplicar el teorema de Tales.

* Calculé areas de sélidos o cuerpos geométricos.

Este capitulo
fue clave porque

~

e Calculé volimenes de sélidos o cuerpos
geométricos.

V,

Conectémonos con
La Industria

Torno para tallar madera
El torno para tallar es una maquina que se
emplea en la fabricacion de piezas con for-
mas geométricas, en especial, piezas de ma-
dera torneadas.

Existen tornos mecanicos y automaticos.

El torno para tallar madera es una herramien-
ta para mecanizar piezas por revolucion, me-
diante una herramienta de corte.

Generalmente, el movimiento de corte que
se le imparte a la pieza gira, rotando en su
propio eje gracias a un motor eléctrico que
transmite su giro al husillo mediante un siste-
ma de engranajes.

El torno para madera puede realizar cortes
en varias formas, tales como cilindro, cono,
esferas, etc.

También realiza taladrado, ranurado, re-
frendado, etc.

Actualmente, representa una de las ma-
quinarias mas importantes en cualquier pro-
ceso industrial.

Tomado de http://www.magquinariapro.com/obra/torno-
para-madera.html
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Repasemos lo visto

Al iniciar la unidad te preguntdbamos: ;cual es la importancia de las figuras y
de los cuerpos geométricos en la vida de las personas? ;Lo recuerdas?

Ahora puedes responder con toda propiedad esta pregunta.

Tal como Sofia, que intentaba calcular la altura del cuerpo del hombre de
la estatua disefiaba un plano que le ayudara a encontrarla, ti también puedes
ayudarte con dibujos o diagramas para solucionar los problemas.

Cuentas con herramientas valiosas en tu trabajo matematico, como son los

teoremas de Tales y Pitdgoras, los criterios de semejanza y congruencia y los
conocimientos sobre los sélidos para el calculo de areas y volimenes.

Unidad 2. Geometria
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La guadua
a guadua es una de las especies del bambd.
En América existen alrededor de 290 especies de guadua y
bambdu. En Colombia y Ecuador se desarrollan en abundancia
en regiones muy fértiles hasta los 2,000 m de altura. En nuestro pais se
encuentran en gran parte en el eje cafetero.
La més conocida es la llamada cientificamente “Bambusa guadua”,
que es la que tiene mayor didmetro, espesor y resistencia entre las na-

tivas de América y, por tanto, es de las especies que tiene mayor valor
econémico, por sus maltiples aplicaciones, entre ellas, en la construccion. Pero a pesar de su importan-
cia, se tiene poco aprecio por este recurso que se corta intensivamente y sin ningtin control.

En Colombia, especificamente, se han arrasado grandes extensiones de guaduales, con el fin de au-
mentar las areas de otros cultivos considerados mas rentables. No obstante, si la destruccién de la guadua
contintia a ese ritmo, solo restan unos pocos afios para lograr su completa extincién.

Los tallos difieren segln la especie en altura, didmetro y forma de crecimiento; estos van desde unos
pocos centimetros hasta 40 m de altura y didmetro de 10 a 15 cm en promedio. Debido a su tejido de-
licado, el tallo esta protegido con hojas en forma triangular originadas en cada uno de los nudos que se
van formando.

El tallo brota del suelo con el didametro maximo que tendrd, desarrolla su longitud completa y luego
crecen las ramas y hojas. Terminada su formacién, empieza el periodo de maduracion, que alcanza su
maximo grado entre los tres y seis afios, generalmente. La especie se desarrolla normalmente bajo las
siguientes condiciones: suelos arcillosos, arcillolimosos y francos formados de aluviones de los rios o
subestratos. (Nacimientos y vegas de rios y quebradas). Suelos bien drenados, pero también se encuentra
en lechos cenagosos o hdmedos; lluvias entre 1,270 mm y 4,050 mm; temperaturas entre 15 y 36 °C;
humedad relativa entre 80 y 100%; y una altitud entre 400 y 2,000 m sobre el nivel del mar.

Los guaduales ubicados en las riberas toman grandes cantidades de agua en las épocas lluviosas y
la almacenan, tanto en su sistema radicular como en la parte aérea y en el suelo, y luego, por efectos
de concentracién, el agua retenida nuevamente regresa al caudal del rio durante las épocas de sequia.

Mantener guaduales a orillas de los rios equivale a poseer tanques de almacenamiento de agua, por
ello con razén se afirma que donde hay guadua hay regulacién del agua.

Asimismo, los guaduales generan una fuente importante de materia organica para el suelo, debido
a la acumulacién y la descomposicién del follaje que mejora las condiciones del suelo. La guadua es la
especie forestal con mayores posibilidades de suplir la demanda de especies maderables en la industria
productora de pulpa, a menores costos.

También, en el campo de la construccién, la cafia guadua, por sus propiedades fisico-mecdnicas que
le confieren una extraordinaria resistencia, durabilidad y funcionalidad, es un material sobresaliente para
la construccion habitacional. La multiplicidad de usos se revierte en beneficio de las economias locales
de los lugares donde se desarrollan sus bosques, contribuyendo a mitigar la problematica socioeconé-
mica del campo.

k Tomado de http://recursosbiologicos.eia.edu.co/ecologia/estudiantes/guadua.htm )
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Parque Simén Bolivar
El Parque Metropolitano Simén Bolivar se encuentra ubicado en el centro de Bogota
(Colombia) y esta rodeado por algunas de las principales avenidas.

Es el parque mas grande de Colombia en un area urbana.

El sistema consta de 400 hectareas en calidad de espacios verdes y recreativos. In-
cluye los actuales parques “Los Novios”, “El Salitre”, “Museo de los Nifios”, Unidad
Deportiva, lagos artificiales y el edificio de Coldeportes Nacional, gracias a lo cual
Bogota cuenta hoy con un hermoso y amplio parque Metropolitano bautizado con el
nombre de El Libertador.
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¢En qué vamos?

Coevaluacion “Reflexiono y trabajo
con mis companeros”:

Copia en tu cuaderno los ejercicios siguientes y
resuélvelos.

Luego compara con algunos de tus compafieros:

1. Segun la figura dada:

Tu

a. ;Cudl es el perimetro del cuadrado construi-
do sobre la diagonal?

b. ;Cudl es la relacién entre las areas de los
poligonos que componen la figura?

2. Un cuadrado tiene 144 cm2 de érea. ;Cual es

la medida del lado de otro cuadrado que tiene
la cuarta parte de esa area?

i Ay 4cm?
A, T6cm? 4

sEsta expresion qué quiere decir?

4. Verifica si los triangulos ABC y DEF son con-

gruentes o son semejantes. Justifica tu respuesta.

B

5. Construye la cuarta proporcional de los seg-
mentos a, b y ¢, al saber que el angulo del que
se parte es de 30°y sus longitudes son:

a=2cm
b=4cm
c=3cm

En los ejercicios 6, 7 y 8 debes calcular el drea
lateral de cada figura.

6.

5dm

A
.-~ base

4 dm

7. Ademas, calcula el volumen del cubo:

4 cm

[ ]
/cm

8. Ademas, calcula el volumen del prisma:

177

T10m
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9. Los catetos de un triangulo rectangulo miden 10. Un tanque de almacenamiento de agua tiene
3 cmy 4 cm. Si se hace girar el triangulo sobre forma de esfera y mide de didmetro 1 m.
su cateto mayor: Calcula:
a. ;Qué solido genera? a. Su area
b. Calcula el volumen del cuerpo que se genera b. Su volumen

Heteroevaluacion “Le cuento a mi profesor”

Con tu profesor, resuelve la siguiente rejilla.
Lee el enunciado y seiiala con una x la categoria correspondiente, segtin
lo que has aprendido.

Qué sé hacer | Superior | Alto | Basico | Bajo

Comprendo la importancia de los teoremas basicos de la geometria.
Identifico los criterios de semejanza entre tridngulos.
Identifico los criterios de congruencia entre triangulos.

Resuelvo problemas sobre semejanza de triangulos.

Resuelvo problemas sobre congruencia de tridngulos.

Aplico el teorema de Tales en la solucién de problemas.

Aplico el teorema de Pitdgoras en la solucion de problemas.

Soluciono problemas que requieren calcular dreas laterales o totales de cubos.
Soluciono problemas que requieren calcular dreas laterales o totales de prismas.
Soluciono problemas que requieren calcular areas laterales o totales de pirdmides.
Soluciono problemas que requieren calcular dreas laterales o totales de cilindros.
Soluciono problemas que requieren calcular dreas laterales o totales de conos.
Soluciono problemas que requieren calcular areas laterales o totales de esferas.
Calculo volimenes de cubos.

Calculo volimenes de prismas.

Calculo volimenes de pirdmides.

Calculo volimenes de cilindros.

Calculo volimenes de conos.

Calculo volimenes de esferas.

Autoevaluacion “Participo y aprendo”

Participo y aprendo | Superior | Alto | Bésico | Bajo
Colaboro en la realizacién de las actividades.

Participo en discusiones respetando las opiniones de los demas.
Brindo apoyo en el trabajo en grupo.

Aclaro dudas a mis compafieros.

Contribuyo con la disciplina del curso.

Asisto puntualmente al colegio.

Me intereso por avanzar en mi aprendizaje.

Propongo actividades para resolver en clase.

Realizo las tareas en mi cuaderno.

Reconozco la labor de mi profesor.

Repaso en casa lo ejercitado en clase. 127
Participo activamente en clase.
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